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Chapitre 3 : Suites réelles

(4 cours)

1 Points abordés par le cours
1.1 Definition des suites réelles
fonction de IN dans IR, notée (up)nen-

Theoréme 5 Une suite réelle (up)ncw est entiérement définie par la donnée de ug et par une relation
de récurrence : pour tout n € N, upt1 = f(up) ot f: R — R.

Exemples particuliers : suites arithmétiques, géométriques
Eventuellement :

Theoréme 6 Une suite réelle (up)ncn est entiérement définie par la donnée de ug et par une relation
de récurrence : pour tout n € N, upy1 = fn(uo,us,-..,un) ot fr : R™™ — R.

Exemples

1.2 Croissance, décroissance

Définition, exemples

1.3 Suites majorées, minorées, bornées

Définition, exemples

1.4 Suites convergentes et divergentes

Définition 2 On dit que (un)neN est convergente et a pour limite | € R (on note limu,, = 1) ssi pour
n

tout e € R}, il existe N € IN tel que pour tout n € IN, si n > N alors |u,, — | < e.

Remarque : on peut prendre des inégalités strictes au lieu de larges. Preuve en exercice

Exemples : suites constantes a partir d’un certain rang, suites géométriques a raison plus petite que 1..
Suites non convergentes = divergentes

Exemples : suites arithmétiques, suites bornées non convergentes ...

Theoréme 7 Une suite convergente est bornée.

Preuve

Theoréme 8 Une suite croissante majorée (resp. déc. minorée) est convergente.
Preuve

Theoréme 9 Soient (up)new et (Vn)new deux suites convergentes telles que pour tout n € IN, u, < vy,.
Alors limwu, < limw,
n n
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Preuve ; attention aux inégalités strictes et larges.

Theoréme 10 Soient (up)new €t (Wn)new deux suites convergentes et (v, )neN une suite telles que
i) pour tout n € N, u, < v, < wy,,
i) lim u,, = limw,

n n

Alors (vn)nen est une suite convergente et limwv, = limu,, = lim w,
n n n

Preuve

Theoréme 11 Soient (uy)neN €t (Vn)new deux suites convergentes. Alors (un,+vp)neN €St convergente
et lim(u, + v,) = limu,, + lim v,
n n n

Preuve

Theoréme 12 Soient (up)neN €t (Vn)new deux suites convergentes. Alors (unvp)neiN est convergente
et lim(unvy,) = limuy, limv,
n n n

Preuve
Remarque : on en déduit que (Au,)new est convergente pour tout A € IR.

1.5 Suite divergente, tendant vers +oo

Suite tendant vers +oo (on note limu, = +00) et —oo.
n

Exemples
Différence entre suite non majorée et suite tendant vers +o0o Exemples de suites bornées non convergentes

1.6 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Définition de la notion de suite extraite : (uy(n))new Ol @ est une injection strictement croissante de IN
dans IN.

Theoréme 13 Soit (u,)new une suite réelle bornée. Alors il existe une suite extraite de (un)neN
convergente.

Preuve.
Soient m < M un minorant et un majorant de la suite. On définit

A={z€eR,IN e N,Vn > N,z < up}.

La partie A est non vide car m € A et majorée par M, car pour tout > M, pour tout n € IN, u,, < =z,
donc z ¢ A. Elle admet une borne supérieure. Soit I € [m, M] tel que I = sup A. Construisons la fonction
o par récurrence.

Par définition de la borne supérieure, il existe x € A, [ — 1 < z. Donc il existe N € IN, tel que pour tout
n>N,l—-1<z<u, Commel+1¢A I+1 vérifie

VpeIN,Jg > p,l+1>u,.

Je choisis p = N dans la propriété ci-dessus, et je pose ¢(0) = ¢, entier dont ’existence pour cette valeur
particuliere de p est donnée ci-dessus. On a alors | — 1 <w, ) <1+ 1.

Soit k € IN. Je suppose que (k) a été défini. Par définition de la borne supérieure, il existe z € A,
l—klﬁ < z. Donc il existe N € IN, tel que pourtouthN,l—ﬁ <z < upy. Commel+ﬁ ¢ A,
I+ 45 vérifie

1
IN,3q > — .
Vp e N, q_p,l+k+2>uq
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Je choisis p = max(N, p(k) + 1) dans la propriété ci-dessus, et je pose ¢(k+1) = ¢, entier dont I'existence

pour cette valeur de p est donnée ci-dessus. On a alors [ — ﬁ <Uprgr) < I+ klﬁ et p(k+1) > (k).

On a donc réalisé une injection strictement croissante de IN dans IN avec, pour tout k € IN, |ug,y —I| <
1

71~ Donc la suite (ugy(r))kew converge vers [.

2 Exercices

2.1 Convergence et divergence

Pour chacune des suites (u,)nen dont le terme u,, est donné par les formules suivantes, dire si elle est
majorée, minorée, bornée, convergente, divergente, tendant vers +o0o ou +o0o. Dans chaque cas, fournir
une preuve rigoureuse.

i) u, = n?
n

ii) a € R et u, = Z a® (discuter suivant la valeur de a)

k=0

i) u, = 2"

iv) u, = 7n2 + (D"
"2+ yn+1

2.2 Suite récurrente

Soit la suite (up)new définie par ug = 1, u3y = 1, us = (1 — 2%) et pour tout n € N, n > 2, upy1 =

un(l = Gpye)-

i) Calculer les premiers termes de la suite.

ii) Trouver I’expression du terme général de la suite (et le démontrer).
iii) Montrer que la suite converge et donner sa limite.

2.3 Suites récurrentes

Soit (4, )new une suite réelle donnée par ug, avec 0 < ug < 27 et pour tout n € IN, u, 11 = up + sinuy,.
Montrer que la suite est convergente et que sa limite est égale & . (Indication: on étudiera le sens de
variation de la suite (u, — 7)nen, en fonction de la valeur de wuyg).

2.4 Convergence et divergence

Soit (un)neN une suite telle que
_n?+ud
Ut =
pour tout n € IN.
i) Montrer que si la suite (uy)reN est convergente, alors sa limite est égale & 1.
ii) On suppose que ug = 1. Montrer que la suite est constante.
iii) Montrer que ’on a
(un — 1) (un —n?)
n?+1 ’

Un41 — Up =

pour tout n € IN.

iv) On suppose que 0 < up < 1. Montrer que l’on a, pour tout n € IN, 0 < u,, < 1 et que la suite est
convergente.

v) Supposons qu’il existe ¢ € IN, tel que 1 < u, < ¢?. Montrer que 'on a 1 < up41 < u,, pour tout entier
n>q.

vi) Supposons que 1 < ug < 7'/%. Montrer que l'on a up < 4. En déduire que la suite (un)nen est
convergente.



Cours de DEUG - Robert EYMARD 27

vii) Supposons ug > 4. Montrer par récurrence que l’on a u, > 16n® pour tout n € IN,. En déduire que
lim u,, = +o00.

n
2.5 Un peu de rédaction

Rédiger la définition de (un)new est convergente et converge vers [ € RR.

2.6 Un peu de rédaction

Rédiger la preuve du théoréme du cours : toute suite croissante majorée converge.

2.7 Suites bornées

Soit (un)ne la suite réelle définie par sa valeur initiale uo € IR et par la relation de récurrence, pour
tout n € IN :

u _un+3
n+1—un+1-

i) Montrer que, pour tout n € IN, u,, € R*.

ii) Montrer qu'il existe un réel  €]0, 1 tel que, pour tout n € IN, |u,;1 — V3| < rlu, — V3|
iii) En déduire que, pour tout n € IN, |u,, — V3| < r™|ug — V3|

iv) En déduire que la suite est convergente, et donner sa limite.

2.8 Suites et partie entiere

— E‘(a:m)

Soit € R. Soit a €]1,+00[. On définit la suite (u,)new par : pour tout n € IN, u, . Montrer

que la suite (u,)neN converge vers .

2.9 Suites divergentes

Montrer que les suites
i) (n2)n€]N

i) ((=1)")new
divergent.

2.10 Suites données par une relation de récurrence

Soit (u,)nenN une suite donnée par son premier terme ug € IR telle que

. n? + u%
ARSI
pour tout n € IN.
i) Montrer que si la suite (u,)reN est bornée, alors elle est convergente et sa limite est égale & 1.
ii) On suppose que ug = 1. Montrer que la suite est constante.
iii) On suppose que —1 < ug < 1. Montrer que ’on a, pour tout n € IN, 0 < u,, < 1 et que la suite est
convergente.

2.11 Suites extraites

Soit (un)new une suite réelle bornée, telle qu’il existe [ € IR vérifiant : pour toute suite extraite de
(un)new qui converge, sa limite est I. Montrer que la suite (u,)nen €St convergente, et que sa limite est
l.
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2.12 Criteres de convergence

Soit (u,)new une suite réelle, telle que
i) pour tout n € IN, u,, # 0,
ii) la suite (”i*%'—l)nem est convergente, et sa limite est un réel [ €] — 1, 1].

Montrer que la suite (un)nemn est convergente et que sa limite est nulle.

2.13 Suites données par une fraction rationnelle

Soit P le polynome réel défini pour tout « € IR par P(z) = ap + a12 + ... + apz? et @ le polynome réel
défini pour tout z € IR par Q(z) = bo + b1z + ...+ byzP, avec p € IN, ¢ € IN, a, # 0 et by # 0. Montrer
que la suite (%)nem :

i) converge vers 0 si ¢ > p,

ii) converge vers ';—q” sip=gq,

iii) tend vers +oc si p > g et ap, b; de méme signe,

iv) tend vers —oo si p > q et ap, by de signes contraires.

2.14 Suites extraites

Soit (4, )new une suite réelle, telle que les suites extraites (U2n)neN 5 (U2n+1)neN €t (Usn)neN convergent.
Montrer que la suite (un)new converge.

2.15 Suites et bornes

1 1
i) Montrer que, pour tout n € N,, ——— < vVn+1—-v/n < —
) que, p o 5= <V J_zﬁ

ii)Montrer que les ensembles suivants sont majorés et minorés et en donner les bornes inférieures et
supérieures :

Ei={zeR,IneN,z=n—+v/n+1}

Ey={reR,IneN,z=+/n+1-+/n}

E; = E; U E».
n+1

1 =~ 1
iii) Montrer que, pour tout n € IN,, —=<Vvn+1-1< —_—.
) que, p *gmﬁ Vv ;%@

n
1
iv) On définit la suite (un)new, par Vn € Ny, up, = Z —— —y/n. Montrer que la suite (un)neN, est

k=1 2\/E

décroissante minorée.
v) On pose F = {z € R,3In € N,z = up}. Montrer que F est minoré et majoré et donner sa borne
supérieure.

2.16 Le nombre e est irrationnel

On définit les deux suites réelles (un)neN, €t (Vn)new, par

n
1
‘V’nG]N, Un:Zﬁ,

i=0
et

1
Vn € IN, Un = Upn + —.
n!

i) Montrer que les suites (un)nenN, €t (Vn)nen, sont adjacentes, c’est & dire que la premiére est croissante,
la seconde décroissante, et que leur différence converge vers 0.
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ii) On note e = limu, = limv,. Montrer e € IR \ @ par l’absurde de la facon suivante : supposer
n n

qu’il existe (p,q) € IN? tel que e = g. Montrer que pour tout n > g, il existe un entier k¥ € IN tel que

B — up, = £ En montrant u, < e <un + 3,

p montrer que k¥ = 0. En déduire une contradiction.

2.17 Variations sur la moyenne de Cesaro
Soit (un)neN une suite réelle. On considere la suite (v, )new définie par

1 n
Vn € N, v, = Zui.
=0

n+1 -4
i) On suppose que lim u,, = 0. Montrer que
n

1
VaE]Rj’,EIpEIN,VnE]N,anszH5? +
n

N ™

P
D ui
=0

ii) En déduire que si limu,, = 0, alors lim v,, = 0.
n n
iii) On suppose qu’il existe I € IR tel que lim u,, = . Montrer que limwv,, = (on cherchera & se ramener
n n

au résultats démontrés en i) et ii)).
iv) Trouver un exemple de suite réelle (u,),ecN non convergente vers 0, telle que la suite (v, )pen définie

comme ci-dessus & partir de (u,)nen SOit convergente vers 0.
n

v) Soit (¢n)new une suite réelle telle que la suite (un)new définie par Vn € N, u, = Zci soit une

=0
n

1 . .
T ; 1 ¢;. En utilisant

¢; = u; — u;—1 pour tout i > 1 et le résultat de la question iii), montrer que limw,, = 0.
n

suite convergente. On considere la suite (wy,)nen définie par Vn € N, w,, =

3 Correction d’exercices

Correction de ’exercice 2.5

On dit que (u,)new est convergente et a pour limite I € IR (on note lim u,, = 1) ssi pour tout ¢ € R}, il
n

existe N € IN tel que pour tout n € IN, si n > N alors |u, — I| < e. Ceci s’écrit aussi

Vee RF,AINeIN,Vne N,n > N = |u, — | < &.
Correction de ’exercice 2.6

Soit (un)new une suite croissante majorée. Alors ’ensemble A = {y € R,3In € N,y = u,} est majoré
par un majorant de la suite. Il est non vide, car ug € A. Il admet donc une borne supérieure. Soit
I =sup A. Soit ¢ € R}. Par caractérisation de la borne supérieure, il existe y € A tel que | — ¢ < y.
Or, puisque y € A, il existe N € IN tel que y = uy. Donc uy > [ —e. Comme la suite est croissante,
pour tout n € IN, sin > N, on a u, > uy > [ —e. Comme [ est aussi un majorant de A, on a donc
l>up,>l—¢,doncu, €l —¢,l+¢].
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Cela montre que la suite converge, et que sa limite est égale a [.

Correction de ’exercice 2.7

i) Prouvons la propriété par récurrence. Elle est vraie au rang n = 0. Supposons la vraie au rang n € IN.
Alors u, +3 >0 et u, +1 > 0, donc u,41 > 0, ce qui prouve la relation au rang n + 1.
ii) Soit n € IN. On a

+3 - 3—V3 1-+3
Un+1—\/§: Un uu_t\{_ \/_:(un_\/g) \/_
donc

V3-1
|“n+1_\/§|=|“n_\/§|un+1;

Puisque u, > 0, ;/_3—;11 < V3 —1. En posant 7 = /3 — 1 €]0, 1[, on obtient donc le résultat demandé.

iii) Prouvons la propriété par récurrence. Elle est vérifiée au rang n = 0 (on a méme une égalité).
Supposons la vérifiée au rang n. On a alors

[Unt1 — \/§| < rlup — \/§| < 7“”+1|U0 - \/§|7

ce qui prouve donc la relation au rang n + 1, et acheve donc de montrer le résultat.
iv) Montrons que la suite converge vers /3. Soit e € R}. On choisit N € IN pour que 7V |ug — V3| < e

(il suffit de prendre N = 0 si ug = V3 et N le plus petit entier supérieur i W dans le cas
général). On a alors, pour tout n > N,

lun — V3| <" Ve <,

ce qui prouve la convergence de la suite, et que sa limite est v/3.

Correction de ’exercice 2.8

Soit ¢ € R}. On choisit N € IN pour que a v < ¢ (il suffit de prendre pour N le plus petit entier

supérieur ou égal a —};‘—2) On a alors, pour tout n > N,

E(a"z) <a™z < E(a™z) + 1,
donc en divisant par a”,

Uy <z <u, +a ",

et donc

|z —up| <a " <aN <e,

ce qui prouve la convergence de la suite, et que sa limite est x.

Correction de ’exercice 2.9

i) Soit I € IR. Je choisis € = 1. Soit N € IN quelconque. Soit Ny le plus petit entier supérieur ou égal &
vmax(l +1,0). Soit n = max(N,Np) + 1. Alors n? > 1+ 1 donc n? ¢ [l — 1,1 + 1]. Donc il existe un
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intervalle autour de [ tel que pour tout rang entier, il existe un terme de la suite au dela de ce rang qui
n’appartient pas & 'intervalle. Donc la suite ne converge pas.

ii) Soit I € R. Je choisis ¢ = 1. Soit N € IN quelconque. Comme |(—1)V+1 — (—1)¥| = 2, et que, pour
tout (a,b) € ([ — 3,1+ £])?, |a—b| < 1, on ne peut pas avoir ((—1)¥*+* (=1)¥) € ([ — 3,1+ 1])%. Donc
il existe n > N tel que (—1)" ¢ [l — £,1 + 1], et donc la suite diverge.

Correction de ’exercice 2.10

i) Soit C € R} tel que

Vn € N, |u,| < C.
On a, pour tout n € IN,

) u? -1
u —_ =
e n2+1’
donc
C?+1
-1 < .
|un+1 |_7’L2+1

Soit ¢ € R}. On choisit N € IN, pour que (chlﬁ < e (il suffit de prendre pour N le plus petit entier

supérieur ou égal a \/max(% —1,0) + 1). On a alors, pour tout n > N,

C?+1 C?+1 <.
m=1241- (N=-12+1" "

Cela montre bien la convergence de la suite, et que sa limite vaut 1.

ii) La preuve se fait par récurrence : on a u0 = 1. Si, pour n € IN, u,, = 1, alors up41 = 1.

iii) Pour uo € [~1,1], on a u3 € [0,1]. On a donc 0 < u; < 1 et pour tout n € IN,, si u, € [0,1],
2 2

0 < Upt1 = T;ITJFUIE < 1. Cela montre donc par récurrence que la suite est bornée. En appliquant le

résultat de la question i), on obtient donc qu’elle est convergente et que sa limite est 1.

lun — 1| <

Correction de ’exercice 2.11

Remarquons tout d’abord que si la suite (un,)remn est bornée, le théoréme de Bolzano-Weierstrass permet
d’affirmer P’existence de sous-suites qui convergent. Remarquons aussi que si une suite converge, toutes
les suites extraites de cette suite convergent, et ont la méme limite que la suite elle-méme.

Raisonnons par I’absurde. Supposons que la suite réelle (u,)nenN, vérifiant les hypotheéses de I’énoncé,
ne converge pas vers | (noter que ceci n’exclut pas a priori que la suite puisse converger vers une autre
valeur que /). Il existe alors e € R}, vérifiant la propriété suivante appelée dans la suite propriété (P) :

YVNeN,3ne N,n> Netu, ¢ [l —¢,l+¢]

Nous allons d’abord extraire de la suite (u,)neN une suite, notée (v,)nen, telle que pour tout n € IN,
vn ¢ [l —e,l +¢€]. Pour cela, on construit par récurrence, a 1’aide de la propriété (P), une injection
strictement croissante ¢ de IN dans IN. Au rang k = 0, on applique la propriété (P) pour N = 0. 1l existe
alors un entier ng > 0 tel que un, ¢ [l —¢&,] + £]. On pose alors ¢(0) = nyg.

Supposons que l'on ait construit ¢(k) € IN, tel que u,k) ¢ [l —¢,1 +¢€]. On applique maintenant la
propriété (P) pour N = (k) + 1. Il existe alors un entier ng > (k) + 1 tel que up, ¢ [l —¢&,l +¢]. On
pose alors ¢(k + 1) = ng. On a bien alors construit, par récurrence, une injection strictement croissante
¢ de IN dans IN, telle que pour tout k € IN, on ait u,x) ¢ [[ —&,1 4+ €]. On note alors (v,)new la suite
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définie, pour tout n € IN, par v, = u,(y). Cette suite étant extraite de la suite (un)nen, elle est donc
bornée. On peut donc appliquer le théoréme de Bolzano-Weierstrass, qui permet d’affirmer 'existence
d’une injection strictement croissante 1) de IN dans IN telle que la suite (vy(n))new SOit convergente.
Cette suite étant extraite de la suite (v,)ne, sa limite ne peut pas étre égale & I. En effet, pour tout
n € IN, on a vy(y) & [l —¢,1+¢]. Mais cette suite est en fait la suite (uy,(y(r))) ke, €t comme la composée
des fonctions ¥ et ¢ est aussi une injection strictement croissante de IN dans IN, cette suite est extraite
de la suite (u,)new. Donc par hypotheése, comme elle est convergente, sa limite est égale a [. Il y a donc
contradiction. La suite (un)nen vérifie donc, pour tout ¢ € R}, I’existence de N € IN tel que pour tout
n € IN, sin > N, alors u, € [l —¢,l + €], ce qui signifie bien que la suite entiére, et pas seulement des
suites extraites, est convergente et converge vers [.

Correction de ’exercice 2.12

”::rl)nem, nous déduisons, pour

Supposons tout d’abord que [ € [0,1]. Par convergence de la suite (
e= 17—1, I’existence de N € IN tel que pour tout n € IN, sin > N, |“1’;—:r1 -1 < 17—1 Cela conduit donc &

3 -1 < Untl 1+l’
2 T o, — 2
et donc, en utilisant [ > 0,

1 < un+1 < ]- + l
27 wu, — 2
On pose alors 7 = max(3E, 1), On ar €]0,1] et

[unta|
[tn|

Ceci permet donc de montrer par récurrence, que pour tout k € IN, |unix| < |un|rf (c’est vrai pour
k =0, et si c’est vrai au rang k, la propriété |unyir+1]| < |unik|r permet d’obtenir la relation au rang
k+1). On en déduit donc que la suite (junix|)ren vérifie 0 < |unix| < |un|r® pour tout k € IN, ce
qui permet de conclure & sa convergence vers 0 puisqu’inférieure et supérieure & une suite tendant vers
0. Cela montre la convergence de la suite (u,)new vers 0 (il suffit de décaler les indices de la valeur N
dans la définition de la convergence de la suite).

Le cas I €] — 1,0] se traite de maniére symétrique, en déduisant, pour ¢ = %, lexistence de N € IN
tel que pour tout n € IN, si n > N, |“Z—:1 -1 < % Le nombre r correspondant est alors égal &

r = max(35%, 1), qui est bien un élément de ]0,1].

Correction de ’exercice 2.13

Montrons tout d’abord que, pour tout p € IN,, la suite (n?),eN tend vers +oo.

Soit A € IR. Nous choisissons un entier N supérieur ou égal & [max(4,0)]'/?. On a alors, pour tout
entier n > N, n? > max(A4,0) > A, ce qui prouve le résultat annoncé. On en déduit donc, d’apres le
cours, que la suite réelle (n™?),cn, converge vers 0.

Remarquons ensuite que, le nombre de racines du polynome @ étant inférieur ou égal a g, il existe un
entier Ny tel que pour tout n > Ny, Q(n) # 0. Nous considérons donc la suite (%)néN,nZNo- Nous
écrivons, pour tout n > Ny,

Pn) _ ap
Q(n) ~ b,

nP~ %y,
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14y 4o

np
= = e
142224+ L
La suite (vy,)new s’écrit comme le quotient de deux combinaisons de sommes de suites convergentes vers 0
€

d’apres le résultat préliminaire, avec la constante 1. Elle est donc convergente et tend vers 1. Le résultat
préliminaire permet alors de conclure les propriétés i), ii), iii) et iv) d’apres les résultats du cours.

Un

Correction de ’exercice 2.14

Montrons d’abord le résultat général suivant : soit (un)new une suite réelle convergente de limite [ € IR
et soit ¢ une injection strictement croissante de IN dans IN. Alors la suite extraite (uyn))neN converge
vers [.

En effet, on a, pour tout n € IN, ¢y(n) > n (c’est vrai pour n = 0, et si c’est vrai au rang n, alors
Y(n + 1) > ¢(n) > n donc ¥(n + 1) > n+ 1, donc la propriété est démontrée par récurrence). Soit
e € R}. Tl existe N € IN tel que pour tout n € IN tel que n > N, |u, —I| <e. Comme t)(n) >n > N,
on a alors |uyy) — I < €, ce qui prouve que la suite extraite (uy(n))new converge vers I.

Nous revenons maintenant au probléme initial : soit (u,)nenN une suite réelle, telle que les suites extraites
(u2n)neN 5 (Uan+1)neN €t (Usn)new convergent. La suite (ugn)nen est extraite a la fois des suites
(u2n)neN €t (usn)new. Elle est donc convergente, et sa limite est la méme que celle de chacune des deux
suites, qui ont donc la méme limite. La suite (ugn+3)neN est extraite & la fois des suites (Uan+1)nen €t
(usn)nen- Elle est donc convergente, et sa limite est la méme que celle de chacune des deux suites, qui
ont donc la méme limite. Cela montre que les limites des trois suites (u2n)neN 5 (U2n+1)neN €6 (U3n)neN
sont identiques. Notons I € IR cette limite commune.

Soit e € R}. Tl existe Ny € IN tel que pour tout n € IN tel que n > No, |uz, —I| < e et Ny € IN tel
que pour tout n € IN tel que n > Ny, |uzn41 — 1] < e. On a alors, pour tout n > max(2Ny, 2Ny + 1),
|up, — | < e (car n est pair ou impair). Cela prouve la convergence de la suite (un)nemn vers .

Correction de ’exercice 2.15

i) Soit n € IN,. On a, en multipliant par la quantité conjuguée (qui est non nulle),

_ (AT - /R WATT + V)
Vit l-yn= Vn+1++/n ’

donc
+1—-n 1
\/TL+1— n= n — A
v Vnti+yn Vn+l+yn
Comme v/n+1>+/n,ona2yn+1>+/n++vn+1>2/n donc
1 < 1 < 1
2vn+1 ~Vn+1+yn = 20’

ce qui donne

1 1
—<vVvnt+l-yn< ——.
2vn+1 Vi 24/n

ii) Soit z € E;. Nl existe n € IN tel que z = /n—+/n + 1, donc z < 0. L’ensemble E; est donc majoré par
0. Pourn =0,onax =—1,donc —1 € E et pour n > 1, on a d’aprés i), v/n —v/n+1 > _ﬁﬁ > -1
donc ¢ > —1. Donc E; est minoré par —1. Comme de plus —1 € Ej, on en déduit que —1 = inf E;.
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Montrons que 0 = sup F;. Soit € € ]R:,(Ir . Choisissons n € IN, tel que ﬁ < € : il suffit de prendre

n > ﬁ, ce qui est possible par propriété d’Archimede. On a alors, d’apres i),

—E<—F<\/__W

On a donc trouvé un élément de F; supérieur & 0 — e. Comme 0 est un majorant de E;, on en déduit
donc que 0 est sa borne supérieure.

On remarque que E» = {z € R,3y € E1,2 = —y}. Donc, comme il a été remarqué en cours, un majorant
de Es est 1 et sup B2 = —inf E; = 1, un minorant de Fs est 0 et inf Fy = —sup E; = 0.

Tous les éléments de FE3 sont donc compris entre —1 et 1, qui sont deux éléments de E3. Donc E3 est
majoré, minoré, sup F3 =1 et inf F3 = —1.

iii) Montrons la relation par récurrence. On a, en appliquant i) pour n = 1

1
—<x/§—1<
22 2’

ce qui est la relation demandée au rang n = 1. Supposons que pour n € IN,, la relation
n+1 1 n 1
—<+vn+1 -
soit vérifiée. Alors, en lui ajoutant la relation i) écrite pour n + 1 au lieu de n, on obtient
> v A

ce qui montre bien la relation au rang n + 1.
iv) Soit n € IN,. On a

1

<Vn+l-14+vVn+2-vn+1 <Z \/_ T ST

1
u —Up=—F—=—Vn+1+n
n+1 n 2,—77,—}-1 \/_

Le membre de droite de I'inégalité ci-dessus est négatif d’apres i), donc un41 < uy, ce qui prouve que la
suite est strictement décroissante. Elle est donc majorée par u; = —%. D’apres iii), en retranchant /n,
on a

\/n+1—1—\/—<2 \/_ Vvn,

donc —1 < v/n+1—4/n—1 < u,. La suite est donc minorée par —1.

v) En appliquant iv), on montre donc que F' est majoré par —= et minoré par —1. Comme —l =u € F,

on en déduit que —% =supF.

Correction de ’exercice 2.17

i) Soit € > 0. On choisit p € IN tel que pour tout n € IN tel que n > p, |u,| < &/2. On a alors

P
1 Z”’
=0

n

12“’ =

=0

1 >
+1 Zi’

i=p+1

donc
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ce qui fournit donc

+

’

N ™

1
n| < ——
|U|_n+1

P
> ui
=0

ce qui est le résultat demandé.
i) La grandeur | Y7_, u;| étant donnée, on peut choisir ng tel que pour tout n > ng, 25| D5 uil <
11 suffit alors de prendre n > max(ng, p) pour obtenir, |v,| < &. Cela montre donc que lim v, = 0.

n

£
5-

iii) 11 suffit de poser w,, = u, — I et d’appliquer i) et ii).
iv) Un exemple est u,, = (—1)™.
iv) En utilisant ¢; = u; — u;—1 pour tout i > 1, on obtient que pour tout n € IN, on a la relation

1 n
wn:un_n_{_l;uia

qui tend donc vers lim u,, — limu,, = 0.
n n



